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Primjer 2.7. Kutijo sadrzi 12 loptica za stolni tenis od kojih su 4 Zute boje,
a ostale su bijele. Na slucajan nacin izvadimo odjednom 7 loptica. Kolika
je vjerojatnost da ée medu njima biti:

a) najvise jedna Zuta loptica?

b) 2 Zute ili 4 Zute loptice?

Rjesenge:
a) Ako je dogadaj A = {od 7 loptica izvadili smo jednu ili nijednu Zutu lopticu},
onda je

8 4y (8

(2) + () - ()

P(A) = B 0.15.
7

b) Neka je dogadaj B = {od 7 loptica izvadili smo 2 Zute ili 4 Zute loptice}.
Vjerojatnost dogadaja B je

iy = OO0 _ 0

v

Primjer 2.8. [z tvornice je dosla posiljka od 300 proizvoda. Tvornica garan-
tira da je u posiljei najvise 10% logih proizvoda. Slucajnim izborom kontrola
je uzela 4 proizvoda. Odredite vierojatnost da se u izabranom wuzorku nadu
8 losa proizvoda.

Rjesenge:

Iz skupa od 300 proizvoda, 4 proizvoda moguée je uzeti na (320) nadina.
Posto je 10% losih proizvoda, tada ¢emo od 300 proizvoda imati 30 logih
i 270 dobrih. Uzorak od tri losa i jedan dobar proizvod moZemo dobiti na

(330) . (210) razli¢itih nac¢ina. Prema tome trazena vjerojatnost je:

30\ . (270
M = 0.0033.
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2.3 Uvjetna i potpuna vjerojatnost

Cesto puta vjerojatnost nekog dogadaja ovisi o tome §to znamo o tijeku
pokusa koji se izvodi. Zamislimo neki pokus u kojem se realiziraju dogadaji
A'i B s vjerojatnostima P(A) i P(B).

Postavlja se pitanje kolika je vijerojatnost dogadaja A ako znamo da se
dogodio dogadaj B.

Ovu vjerojatnost oznacavamo s P(A|B) i ¢itamo P od A, ako je B, odnosno
vjerojatnost dogadaja A, ako se dogodio dogadaj B. Preciznije, uvjetna
vjerojatnost dogadaja A, ako je poznato da se ostvario dogadaj B takav
da je P(B) > 0, je broj

P(ANB)

PAIB) = =5

(2.8)
Uvjetna vjerojatnost dogadaja B, ako je poznato da se realizirao dogadaj
A takav da je P(A) > 0, je broj

P(ANB)

P(BIA) = —pp

Ako je Q2 konacan skup i ako su svi elementarni dogadaji jednako vjerojatni,

tada zbog P(AN B) = k(;j(g)B) i P(B) = Zig; iz (2.8) slijedi:
k(AN B)
_P(ANB)  k(Q) _ kANB)
PABI="pE) = kB~ kB)
k(Q)

Dakle, uvjetnu vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj
B dobijemo dijeljenjem broja povoljnih elementarnih dogadaja za dogadaj
AN B i broja povoljnih elementarnih dogadaja za dogadaj B.

Primjer 2.9. Bacamo dvije kocke. Ako je umnoZak brojeva koji su pali 6,
kolika je vjerojatnost da je na jednoj kocki pao broj 27

Rjesenge:
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Definiramo dogadaje:

A = {na jednoj kocki je pao broj 2},

B = {pao je umnozak 6}.

Trazimo: P(A|B). Kako je B = {(1,6),(6,1),(2,3),(3,2)}, k(B) = 4, a
ANB={(2,3),(3,2)}, k(AN B) = 2 slijedi da je

E(ANnB) 2

= —=0.5.

PAIB) = =gy = 1

v

Promotrimo jo$ jedan problem vezan uz uvjetnu vjerojatnost. Neka je 2
prostor elementarnih dogadaja, a Ay, As, ..., A, njegov rastav na disjunktne
skupove. Dogadaji A1, Ag, ..., A, nazivaju se hipotezama i ¢ine potpuni
sistem dogadaja ako vrijedi sljedece:

AiﬁAJ-:®zai7éj

U?:lA’i - Q

Neka je dogadaj B definiran na istom prostoru € (slika 2.4). Za svaki
dogadaj Ak, k =1,2,...,n uz uvjet da je P(Ay) > 0 vrijedi relacija

P(Ax N B)

P(B|Ay) = ——.
(Bl4) = T

Dogadaj B moZemo zapisati na sljedec¢i nacin (slika 2.4):

B = BnNnQ=BnN(A41UAU---UA,)
= (BNA)U(BNA)U---U(BNA,).

Kako se dogadaji A; N B,i=1,2,...,n medusobno isklju¢uju slijedi da je
P(B)=P((AiNB)U(A2NB)U---U(A,NB))

=1 =1

Formula (2.9) naziva se formula totalne vjerojatnosti.
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Slika 2.4.

P(B)
dogadaj B dogodio mozZe se racunati kao:

Kako je P(Ag|B) = , vjerojatnost hipoteze Ay ako se zna da se

P(Ax)P(B|Ak)

P(AL|B) = .
; P(A;)P(B|A;)

(2.10)

Jednakost (2.10) zove se Bayesova? formula.
Bayesova formula daje vjerojatnost pojedine hipoteze ako znamo da se neki
dogadaj ve¢ dogodio.

Primjer 2.10. Isti se artikl izraduje v dvije tvornice. Tvornica 11 pod-
miruje 60%, a tvornica Ty 40% potreba trzista. Ispravno je 90% artikala
tvornice T 1 70% artikala tvornice Ts.

a) Kupi li kupac 100 artikala, koliko ée ih biti ispravnih?

b) Ako je artikl ispravan, kolika je vjerojatnost da je proizveden u tvornici
IbY

Rjesenge:
a) Oznacimo s B dogadaj da je artikl ispravan, s A; da je proizveden

u tvornici Ty, a s Ao da je proizveden u tvornici To. U tom je slucaju
P(B|A;) =0.9, P(B|A3) =0.7

2Thomas Bayes (1701. - 1761.), engleski matemati¢ar i prezbiterijanski svecenik.
Poznat po tome §to je formulirao formulu koja nosi njegovo ime - Bayesova formula.
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Nadalje, vjerojatnost odabiranja artikla tvornice T je P(A7) = 0.6, a vjero-
jatnost odabiranja artikla tvornice T3 je P(Az) = 0.4. Prema formuli (2.9)
imamo:

P(B) = P(A;) - P(B|A1) + P(As) - P(B|A2) =0.6-0.9+0.4-0.7=0.82.
Dakle, od 100 kupljenih artikala bit ¢e 82 ispravna.

b) Vjerojatnost da je artikl proizveden u tvornici Tb, uz uvjet da je artikl
ispravan, jednaka je:

P(Ay)P(B|A2)

PURIB) = B4,y P(BIAL) + P(42) - P(BIA)
0407
~0.6-0.94+0.4-0.7
= 0.341.

Ovaj primjer primjene Bayesovog pravila pokazuje kako ne treba panicariti
da ¢emo kupiti isti artikl iako tvornice proizvode toliko neispravnih artikala.

v

2.3.1 Nezavisni dogadaji

Dogadaj A ne ovisi o dogadaju B ako vrijedi P(A|B) = P(A).
Iz formule (2.8) slijedi

P(ANB)=P(A)P(B|A) = P(A)P(B).
Kazemo da su dogadaji A i B nezavisni ako vrijedi
P(ANB)=P(A)P(B),

tj. ako je vjerojatnost pojavljivanja i dogadaja A i dogadaja B jednaka
produktu vjerojatnosti pojedinih dogadaja A i B.
Ako se jedan dogadaj sastoji od vige dogadaja koji su medusobno nezavisni,

onda se vjerojatnost za takav dogadaj zove slozena vjerojatnost i jednaka
je produktu vjerojatnosti pojedinih dogadaja.
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Npr., bacamo dvije kocke i pitamo se kolika je vjerojatnost da ée na obje
kocke pasti broj 5. Vjerojatnost da ¢e na jednoj kocki pasti 5 jednaka je
1

p1 = 5’ vjerojatnost da ¢e na drugoj kocki pasti broj 5 je takoder jednaka

1
po = 6 pa je vjerojatnost da ¢e i na prvoj i na drugoj kocki pasti 5 jednaka
B 111
p=n p2—6 6 36

Da je to ispravno lako se mozemo uvjeriti i na sljedeéi nac¢in. Kako svaka
kocka ima 6 ploha, sve moguénosti dobivamo tako da svakoj plohi prve
kocke pridruzimo po redu svih 6 ploha druge kocke. Prema tome, imamo
sve moguce slucajeve koji mogu nastupiti (n = 6 - 6 = 36). Povoljni su
medutim samo oni slu¢ajevi kada imamo na obje kocke broj 5, §to znaci da
imamo samo jedan povoljan ishod jer svaka kocka ima samo jednu plohu s
brojem 5 (m =1-1=1), pa je prema tome vjerojatnost

-m 1
T
To pravilo ¢éemo upotrijebiti uvijek kad ra¢unamo vjerojatnost da ¢e jedan
dogadaj nastupiti i na jedan i na drugi nac¢in (pravilo "i - i"). Naravno,
ovakvo razmigljanje se moZe primijeniti i na vise dogadaja.

Ako su A i1 B nezavisni dogadaji onda su nezavisni i dogadaji:

a) Ai B¢,
b) A1 B te
c) A1 BC.
Pokazimo da ako su A i B nezavisni dogadaji da su tada nezavisni i dogadaji
Ai Be
Kako su dogadaji AN B i AN B¢ disjunktni vrijedi da je

A=(ANB)U (AN B,
pa je
P(A)=P((ANB)U(ANB°))=PANB)+ P(AN B°).
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Tada imamo:

Primjer 2.11. U kutiji K1 se nalazi 10 mobitela od kojih su 4 neispravna,
a u kutiji Ko se nalazi 6 mobitela od kojih su 2 neispravna. Slucajno je
1zabran po jedan mobitel iz svake kutije.

a) Kolika je vjerojatnost da su oba mobitela ispravna?

b) Kolika je vjerojatnost da je jedan mobitel ispravan, a drugi neispravan?

Rjesenge:

Imamo sljedec¢e dogadaje:
A = {izabran je ispravan mobitel iz K},
B = {izabran je ispravan mobitel iz K»}.
6 3 4 2
P(A)=—=—-,P(B)==-=—.
10 5 6 3
a) Odabir mobitela iz kutije K; ne utje¢e na odabir mobitela iz kutije Ko
pa je traZzena vjerojatnost

=P(A)-P(B)=---=04.
p=P(A) P(B) ==~
b) Vjerojatnost da je jedan mobitel ispravan, a drugi neispravan jednaka je
. . 31 2 2
p=P(A)-P(B )+P(A)~P(B):5~§+g-§:0.47.

v

Primjer 2.12. U jednom hrvatskom restoranu provedena je anketa koja je
pokazala da 5% gostiju nije zadovoljno hranom, 98% gostiju zadovoljno je
ambijentom i 1% nije zadovoljno poslugom. Kolika je vjerojatnost da je
slucajno odabrani gost zadovoljan i hranom i ambijentom i poslugom?

Rjesenge:
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A = {gost nije zadovoljan hranom},
B = {gost je zadovoljan ambijentom},
C = {gost je zadovoljan poslugom}.
Trazena vijerojatnost je

2.4

p=P(A% - P(B)- P(C) = 0.95-0.98 - 0.99 = 0.92.

Zadaci za vjezbu

U kartagkoj igri - beli se dijeli 8 karata. Odredite vjerojatnost dobi-
vanja:

a) jednog kralja,

b) barem jednog kralja,

c) jednog asa?

Bacamo dvije kocke. Biljezimo rezultat na svakoj od njih.
a) Koliko ima elementarnih dogadaja?

Koliko elementarnih dogadaja imaju sljede¢i dogadaji:

b) A = {oba broja su parna}?

c) B = {oba broja su vec¢a od 4}?7

U kutiji se nalazi 5 plavih, 7 crvenih i 2 Zute kuglice. Izvla¢imo 3
kuglice bez vra¢anja. Kolika je vjerojatnost da se izvuku kuglice raz-
licitih boja?

. U jednoj velikoj seriji 96% proizvoda zadovoljava tehni¢ke uvjete propi-

sane standardom. Proizvodi se podvrgavaju gruboj kontroli koja
proglasava proizvode dobrim uz vjerojatnost od 0,98 ako je proizvod
stvarno dobar, i uz vjerojatnost 0,05 ako je proizvod stvarno los. Ko-
lika je vjerojatnost da je proizvod stvarno dobar, ako ga je kontrola
proglasila dobrim?
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10.

11.

12.

Bacamo nov¢ié 4 puta. Kolika je vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:
a) A={pojavilo se to¢no jedno pismo}?

b) B={u drugom bacanju pojavilo se pismo}?

c) C={pojavilo se barem jedno pismo}?

d) D—{pismo se pojavilo barem dva puta}?

Od 100 mobitela 5 ih je neispravno. Kolika je vjerojatnost da ¢e od 3
slu¢ajno odabrana mobitela sva 3 biti ispravna?

Plocice na kojima su ispisana slova A, A, A, B, N, N slaZemo jednu
do druge. Kolika je vjerojatnost da ¢emo dobiti rije¢ BANANA?

Kutija ima 3 jednake pregrade. U prvoj pregradi se nalazi 5 plavih i
4 bijele kuglice, u drugoj 3 bijele i 6 plavih, a u tre¢oj 5 crvenih i 8
plavih kuglica. Kolika je vjerojatnost da é¢emo vadedi dvije kuglice iz
na sre¢u odabrane pregrade izvuci 2 plave kuglice?

Iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9} biramo na sre¢u dva broja. Kolika je
vjerojatnost da su:

a) oba parna?

b) brojevi suprotne parnosti?

c) oba prosta?

Kolika je vjerojatnost da se u igri LOTO 6/45 u jednoj kombinaciji
postigne dobitak od 6 zgoditka, od 5 zgoditka, od 4 ili od 3 zgoditka?

Vjerojatnost da zrakoplov bude oboren prije nego stigne do cilja je
5%. Vjerojatnost da unisti cilj, ako do njega stigne, je 30%. Kolika je
vjerojatnost da zrakoplov dospije do cilja i unisti ga?

Simetri¢na kockica se baca dva puta. Odredite vjerojatnost sljedec¢ih
dogadaja:

a) A={pali su jednaki brojevi},

b) B={suma brojeva koji su pali je 8},

c) C={produkt brojeva koji su pali je 8},

d) D={suma brojeva koji su pali je vec¢a od produkta brojeva koji su
pali}.
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13.

14.

15.

Od 20 pitanja student je naudio njih 15 i izaSao je na ispit iz Statistike.
Na ispitu izvla¢i 4 pitanja. Kolika je vjerojatnost da student zna
odgovoriti na:

a) sva 4 pitanja?

b) na barem jedno?

Na Veleudilistu u Varazdinu je 5% studenata i 2% studentica vigih od
2 metra, dok su 60% studenata muskarci. Ako je sluc¢ajno izabrana
jedna osoba i viga je od 2 metra, kolika je vjerojatnost da je Zena?

S parkiralista na kojem su bila 3 plava i 1 crni Audi, 3 plava i 5 crna
BMW-a i 2 plava i 1 crna Mazda ukraden je jedan automobil. Ako
je ukradeni automobil plava boje, kolika je vjerojatnost da je to bila
Mazda?



