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vi PREDGOVOR

“Cudno je da su skoro svi aspekii geometrije vaini za ‘Covjeka s ulice’ izbadem
iz nadeg obrazovnog susiava” - razmifljaju Branko Grinbaum 1 Geoffrey Shepard
u uvodu svoje nmedavne knjige o poploavanjima. “Geometrija se gotovo izbacila
1z §kolskih 1 sveuédilidnih programa, a 1 ono malo §lo je osialo rijetko je od neke
korisit ljudima koji Zele primijenili geomelrijske 1deje u svome radv — mienjerima,
znansivenicima, arhiieklima, wmjeinicima 1 ostalima”. Poznali ruskr geometar 1
profesor I. M. Jaglom Zalio se (svojevremeno) da udZbenici iz geomeirtje A. N.
Kolmogorova koji su se koristili u srednjim Skolama u (bivsem) SSSR-u su “lakw
da su u njima gotovo nestali suSlinski geometrijskt problemi”.

Zanemartvanje elemeniarne geomeirije u obrazovanju, kojeg smo svjedoct u zad-
njih pedeset godina, je u o§lrom konirastu s njenom popularnoséu u umjeinosti.
Paul Cézanne je olidao éak u ekstremizam glede toga kazavsi: “Priroda se mora
promatiraii kao perspekiivna kolekcija cilindridénih, sferiénik ¢ piramidskih oblika 1
trebala bi se ocrtati sa svim ravninama i svim stranama objgkata usmjerenim prema
svom ceniru.”

To naravno ne znaéi da su umjeinic: bili jedint ljudi koji su se bavili elemen-
tarnim pojmovima geometirije. Na prelasku XX stoljeéa H. Minkowsk: je nvolio da
geometrijska reprezeniacija moze biti vrio korisna u rjeSavanju diofaniskih problema
u leoriji brojeva. Njegova Suvena knjiga Geometrie der Zahlen posiala je izvor n-
spiracija ne samo za icoreliare brojeva; mjeni novi pogledi na probleme pakiranja
i pokrivanja konveksnih skupova tnaugurirali su novu disciplinu nazvanu Diskretna
geomelrija.

Kad je pred oko pola stoljeéa Paul ErdSs poéeo posiavljaii probleme koje bi cak
1 Euklid razumio, poeo je lime oZivljavait najelementarnije pojmove geomelrije.
Duzine, pravokuini irokuii t ostali vobiéajen: poymovi euklidske geomeirije ponovo
su oFivjeli kao objekii kombinatornog razmairanja. Kombinatorne geomeirija, to
nove podruéje zaéeto Erdésovim problemima, dodalo je nov i zanimljiv okus diskret-
noj geomeliriji.

Plodotvornost raéunala donijela je novi izvor inspiracija za diskreine algori-
tamske metode i pored ostalog je dovela do radanja i brzog rasia nove discipline -
radunarske geometrije. Ova nova fascinaninag podrucja poduprta s veé vrlo snainom
masinerijom kombinatorike pridonijela je u velikoj mjert i nedavnom snaZnom
razvoju diskreine geomeirije. ...

Unatoé nasih nastojanja, nismo na svakom mjestu u knjizi uspjeli biti strogo
dosljedni u obradi pojedinih tema (uostalom, nitko nije savrden, tj. “ncbody’s per-
fect”, kao §to to neki vole reéi). Tako smo npr. u II poglaviju o polinomima i
III poglavlju o planimetriji posegnuli mjestimiéno i u trigonometriju (obradena u
drugom svesku). No, materijal koji je pri tom koristen je poznat svakom uéeniku
srednje Skole { dovoljno ga je poznavati sasvim intuitivno. Naime, stroga dosljed-
nost bi poveéala opseg knjige i dovela do (nepotrebne) perturbacije materijala sto
bi razbilo klasi¢nu podjelu elementarne matematike.

U drugor. svesku bit ée sistematski obradena trigonometrija, stereometrija,
analititka geometrija i elementarna teorija brojeva.

PREDGOVOR vii

U knjizi nema zadataka za samostalno rjeSavanje, ali zato ima velik broj detaljno
rijegenih primjera. Medutim, u izgledu je i poseban svezak kao zbirka zadataka. Na
kraju ovog sveska smo ipak dodali nekoliko zadaca 1z Elementarne matematike I's
rje§enjima koji su na pismenim ispitima zadavani studentima tijekom sk.g. 1990-91.

Rukopis knjige pomno su procitali 1 dali mnoge korisne primjedbe wbo,wm&:m
poboljsanja recenzenti prof. dr. Vladimir Volenec 1 prof. dr. Neven Elezovi¢ na femu
im se najsrdaénije zahvaljujemo. Takoder se zahvaljujemo asistentu-pripravniku A.
Dujelli na pomodéi oko zadataka sa pismenih ispita.

Za vrlo lijep slog na rafunalu i &itavu grafitku opremu, zahvalnost dugujemo
Kazimiru Rajicu.

Tehnitka knjiga, a posebno njezin glavni urednik ing. Zvonimir Vistricka za-
sluzni su za lijepu opremu knjige i zato da se §to prije pojavi pred Citateljima.

Svakome tko nam ukaie na “prezivjele” greske unaprijed se zahvaljujemo.

Zagreb, ratnog prosinca 1881 B. Pavkovié
D. Veljan
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I. SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVL.

f

§ 1. Izjave. Simboli matematicke logike.

U matematici se, kao i u svakidasnjem Zivotu, misli, tvrdnje, pitanja izricu
reCenicama. Izjava ili sud je smislena recenica koja moze biti samo istinita ili
lazna {neistinita). Upitne refenice nisu izjave. “Broj 5 je veéi od broja 3” pri-
mjer je izjave i to istinite izjave. “Postoje dva razlizita pravca u ravnini koji se
sijeku u barem dvije razli¢ite tocke te ravnine” primjer je izjave, i to lazne izjave
euklidske geometrije. Od izjava moZemo tvoriti nove sloZene izjave povezujuéi
polazne izjave veznicima, odnosno negirajuéi ih. SloZene izjave proudava radun
izjava, koji je dic matematicke logike. Navedimo sada neke standardne oznake
matematicke logike kojima éemo se staino sluziti u ovoj knjizi, a sluzit ée nam samo
kao simboligke pokrate.

Konjunkecija A&B dviju izjava A 1 B je slozena 1zjava nastala povezivanjem
1zjava A, B veznikom i za koji se upotrebijava simbol &. A&B ita se “A1 B
(ili “A et B”). Izjava A&B Jje po definiciji istinita tocno onda, ako su izjave A, B
istinite. Cesto se koristi i oznaka A A B.

Naprimjer, ako je 4 izjava: “Broj 5 je vedi od broja 3”7, aizjava B: “Postoje dva
razligita pravca u ravnini koji se sijeku u barem dvije razlicite tocke te ravnine”,
onda je 4 istinita, a B laina, pa je ALB laina.

Disjunkcija AV B dviju izjava A, B je slofena izjava koja je laZna toéno onda
ako su obje izjave A, B lasne. AV B se fita “A ili B” (ili “A4 vel B”; vel latinski
znatl ili, pri éemu se moguénosti o kojima je rijeé ne iskljuduju, tj. moge nastupiti
ili Aili B ili oba A, B, tj. bar Jedan od 4, B). Naprimjer, za A, B odabrane kao
gore je AV B istinita izjava.

Implikacija A = B dviju 1zjava A, B je sloZena izjava koja je laina toéno onda
ako je A istinita i B lazna. A = B se ¢ita “A povlaci B (ili “A implicira B” ili
“iz A slijedi B”). Naprimjer, za A, B odabrane kao gore, izjava A = B je lagna,
dok je B = A istinita. Za 1zjavu B = A kazemo da Je obrat izjave 4 = B.

Ekvivalencija 4 & B dviju izjava A, B je sloZena izjava koja je istinita tocno
onda kada su obje izjave A, B istinite, ili kada su obje laine. A & B se Gita “A je
ekvivalentno sa B” (iii “A Jje ako 1 samo ako je B” ilj “4 Je onda i samo onda kada
je B”). Naprimjer, “broj 1 je veéi od broja 0” & “broj 2 je vedi od broja 17, ili
npr. ako je x realni broj za koji vrijedi da je 2% ~ 5z + § = 0, onda moZemo pisati
Aawlwa+aHoVﬂvﬁﬁHmV<?H3.



06¢ S Gpgey
69¢ 1 sYlyewoTeW suIRjULIL]S 21 'jldst Yiuswsid 21 10qZ]
19¢ ©o - - euofijod grupiaeid sfdynajsuoy (6 §
oee © M Eouﬁmwmqﬁoﬁmm\nﬁ elioynijsuoy jsoalfpoaz] ‘g §
cpe SR 10 6) 118 6111 {e) JEVNR €1 1L TN )

49 : © 0 aftoynisuoy sAsTUOISYISRIN-IYOI el

QEE  BINYOISNESIP 1 ﬁ:gosuma on;m.& eloynipsuoy 1 ze1 e §L

QEE © t ottt ppolowr eysIRQRS[Y gL
XA : @Efﬁ:mma qrupquyeIuoy epoe| (4

gze g © 0 afizzeaut epojepy (8

TAS St MGOTUS BPOIRW C

&4 ’ ’ ©oo o eliyejowoy epojey (3

MNM” . N U.—‘mo.m._mmmhu dﬂvO&@H& Amu

0ze - ©ooe ot o{uIjeunIs SURIUSY BPORRY (2

91¢ coos s alugeuns suso epojely (q

m..mm . . s e e e s s e e e s wmo.mwo.ﬂ .m_UOUQS A.m

c1e -+ - elioewrojsuer; yiysligowosd spojejy A

60¢ : o mEmBszzox Boysliryowoss spojey ‘11

co¢ ’ : oot © 00 efioynijsuoy aysfiipewosry < §
162 Sl eliziaanp vC'Q
62 St 11S0URY[S &dd?m&ﬂwmunm ‘39

M@N - e e s e e e e e e e e s ,w.ﬂmﬁ?m.ﬂ mﬁﬁquaom Mﬂw

O@N. PN s e e s s . Q.H.mHuQEONm ~ wﬁmuﬁuOm N@

@mm N e s s e e e e wbudﬁmﬁdhr‘—.u M@

682 ©ooc ot - ouruael efueaeyiseid eoN 9 §
Nmm s S e e e e s e e e e e e s wzwﬁ\,\muﬂmuOuMo\/ mm
6L% cooc s fnauy eynp eul(ing R

Cig wiuael n vIndy 9soalljaejsesoyeupal Z'p

192 o » 0+ 0 euisiaod 19soalR(wzZ] TR

19¢ ’ >0 euisiaod eaoytfu t eqe07 1aodnys 1amelwiz]y p §
Q7 © 93ISIPaIS 1 SO BURYIPRI ‘NOIUZNIY BU UIOIIZqO 920} BfDuUajod  "¢'¢

x rvzyavs

[ —

340.658 wagey 1 peliousfuel, ¢
DIUZNIY O 1WR109) 1faN "¢
eluajstioy Souaflu 1 euisiaod walwud 1yeN
- auigiaod gsouaagsurpal 1 efouagsizdy]
Co : wmom:oa rUISIAO]  ZE
Cee e wofijog TR
© oo suigiaod 1 TUOSi0g
© - yegnod uuofeqd
eloysloid euppered
SR -1 b t5: (AL IR Eeltto] s S AN A
Cee et RIIYOI] 920 9§1QOS0 LR E'g
U cﬁjos ofYNIISUOY 2UAOUSO HIPR])  "TE
e © - - oegnyoly jsoupeRpyng 17
© oot egnyolg el13aw0s8 vuISR[Y
© s s pwielRleied O WOISYY 9]
coess o e eoeaead nfeap yolssig
sev s e e e e poTUuZRIY nap Yafserg
wostuznly s voaeid yolse1d reuslfwirg
: .ﬁwwoa us[qord "edarid po 9207 jsouslepf)
o © -+ ¢ suslwizg mynyoiy n mysoyeupsfeN QT
s e e ey elusis{w e(oyniysuoy]
<o e e ppoqny ofumers(u 1 ofueleiqy
e mE?oﬁl npswt elepain efepEy
oMy BT
s g[I90UIIS BURIJURYD)
wﬂﬁuduo‘m
- - elugeuats qruso { ellyjeurozt evajsfoas vusousQ 1
<+ s+ - -+ e - -+ pfeporn ewolsye aoipaljsod aeN T
- - ¢+ - guruael o(1135W0s8 SYSPI[YNe TWOSYY 1T
s e e e ofugewtue]d elupelSez eysiewIosy Y

€8

z§

‘1§

© 0 ANINAVY VTHLIWOED - VITHLIWINVII III

et Oﬂmﬁdﬁcoﬂwﬁgswoxdﬂﬁoﬁwz A

J T .«...,.OQ.N@.NANUQH .m@
‘uu.u,..,..u..u..‘.‘OQNmu.mﬂmuw.ﬂOﬁmvﬂNmudﬁmumﬂ

’ .ﬁ:ab& m>o$?m 1 ef1oyuny eupelrousuodsys eusye(dwo)y

Ce : T mmiﬁa eyjswiejredol 1 vupeliousuodsyy
S © - oldyun) sujRUORBI]  ¢h
DRI oxEoES umﬁwsu.ﬂmm eu ofdyuUn] sufeUOIORI AR)SEY  Z'h
: © ot - eldyuny supeuoRy TR
soe e e e e SN UNY SURUOIRIL T SU[RUORY

©RWUR :8?& WIURIIJSWIS O mEEoS Fouaouso zeyo(]
s R yqeflres agia wwoujod  "9°¢

* eludnys Fouredau mﬂmﬁmﬁuw.ﬁ suginyewg {q

- - - eludnys Soured aqzpeupal sugujswig (®

9§

¢ 3

b §

rvzdavs




2 SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVI I-1

Negacija —A izjave A je izjava koja je istinita tofno onda kada je izjava A
lazna. —A se ita “nije A” (ili “non A”).

Oznatimo li istinitost neke 1zjave s 1, a laZnost s 3, mozemo vrijednost 1 ili 0
slozene izjave s(A, B, ...) u ovisnosti o vrijednostima izjava A, B, ... 1z kojih je ona
sastavljena prikazati semantitkom tablicom ili tablicom istinitosti. Tablice
istinitosti za konjunkeiju, disjunkeiju, implikaciju, ekvivalenciju i negaciju izgledaju
(tim redom) ovako:

| A|B || ALB | AVB | A
0

B|A

<

= Bl [A]-4]
T 0

1 1

0

L )
HOO»—-II

0

1 0
0 0
1 1 1

Kazemo da su dvije sloiene izjave X,Y semanticki jednake (ili kratko jednake)
ako im se pripadne semanticke tablice podudaraju; to se zapisuje kao X =Y.
Tako su naprimjer izjave =(A = B) i (A&~B) semanticki jednake, jer im tablice
istinitosti izgledaju ovako:

|A|B|A=>B|~(A=B) | | A| B | =B | A&-B |
01]0 1 0 _o 0 1 0
011 1 0 , pol1| 0 0 .
110 0 1 11041 1
111 1 0 1114 0 0

Ovo se onda zapisuje kao ~(4 = B) = A&—B.

Cesto se u matematici implikacije A = B dokazuju metodom suprotnog (ili
“kontrapozicijom” ili “kontradikcijom”), tj. pretpostavi se da je istinito =B, pa se
na neki naéin dokaze da je —A istinito 5to je u kontradikeiji s pretpostavkom da je
A istinito. Tablicom istinitosti se lako provjeri da je (A = B) = (-B = -A), pa
ako smo uspjeli dokazati da =B => —A, time smo onda dokazali da A = B.

Tipitna tvrdnja u matematici je oblika A = B, gdje je A pretpostavka, a B
zakijutak. Dokaz takve tvrdnje se sastoji u konstrukciji lanca implikacija A =
= C; = Co = ... = Cy = B, pri éemu je svaka implikacija istinita ili kao aksiom
ili vrijedi po definiciji ili je pak ve¢ otprije dokazana tvrdnja. Pri tom imamo u
vidu da nam zapis A = B = C zna&i kradi zapis izjave (4 = B)&(B = C).

Isto tako kod dokazivanja metodom suprotnog Zesto koristimo princip “isklju-
genja treceg” (lat. tertium non datur, tj. nema trece moguénosti), ito znati da je
AV (—A) (A ili ne A) istinita bez obzira kakva je izjava A. Drugim rijetima, izjava
~(—A) < A je istinita za sve izjave A; jo§ se kaie da je negacija negacije izjave
njena afirmacija.

Osnovni zakoni ratuna izjava (ili algebre sudova) su slijedeci:

(RI1) ~(=4) = 4,
(RI2) ~(A&B) = (~4) V (-B),
(RI3) ~(AV B) = (~A)&(~B).

I-1 1ZJAVE. SIMBOLI MATEMATICKE LOGIKE. 3

Promotrimo reéenicu “prirodni broj z je djeljiv prirodnim brojem y”. U toj
refenici ne znamo z 1 y, pa se ne moZe utvrditi niti da je ona istinita niti da je
lazna. Stoga to i nije izjava. Medutim, ako uvrstimo za z i y odredene brojeve,
dobit éemo izjavu; npr. ako uvrstimo za z broj 6, a za y broj 2, dobit emo istinitu
izjavu.

Za ovakve re€enice kazemo da su izjavne funkcije, za z i y da su (predmetne)
varijable, a za odnos medu njima kojeg izjavna funkcija izrie da je predikat.
Oznatimo li u predhodnom primjeru “.. je djeljiv s...” slovom P, onda se nave-
dena izjavna funkcija moZe zapisati kao P(z,y). Ovdje je rije¢ o dvomjesnom
predikatu, jer izrafava odnos varijabli z i y. Opcenito se moZe razmatrati n-
mjesni predikat.

Primjena neodredenih zamjenica svaki, u oznaci V, i neki u oznaci 3, na sve
varijable izjavne funkcije prevodi izjavnu funkeiju u izjavu; V je tzv. univerzalni
kvantifikator, dok je 3 tzv. egzistencijalni kvantifikator. Vz se ¢ita “za svako
z”, dok se 3z &ita “postoji z”. U gornjem primjeru, od izjavne funkcije P(z,y)
mozemo npr. formirati izjave (Vz)(3y)P(z, y), 5to znadi: “za svaki prirodni broj =
postoji prirodan broj y takav da je broj z djeljiv brojem y”; ta je izjava istinita (jer
u primjeru moZemo uzeti-da je y = 1 ili y = z). Cesto se koriste kvantifikatori
ograniéenog djelovanja: (Vz € X), odnosno (3y € Y). Po definiciji (Vz €
€ X)P(z) znadi (Vz)(z € X = P(z)), a (3y € Y)Q(v) znati (Jy)(y € Y&Q(y))
(znak € je objasnjen u §2.)

Kada ne prijeti opasnost od zabune, ponekad se kvantifikator V izostavlja, ali se
podrazumijeva. Tako se npr. osim zapisa (Vz € R)(Yy € R}z -y = y-z upotrebljava
ikradizapisz-y=y-z,z €R,y€ER.

Jedan od najuiestalijih simbola u matematici je svakako simbol = (Cita se “jed-
nako”). Ako se nista posebno ne kaZe, onda a = b znati da su objekti tija su imena
aib, jedan teisti objekt. Kada se, medutim, u nekoj matematickoj teoriji jednakost
objekata definira svodenjem na druge pojmove, tada = ne znaéi da se radi o istom
objektu, veé ima znatenje koje se tom objektu pripisuje u doti¢noj situaciji (npr.
jednakost skupova, funkcija, jednadzba z2 — 5z + 6 = 0 itd.). Umjesto -(a = b),
obitno se pide a # b. Zagradama i zarezima sluZimo se u matematici kako bismo
iskljucili moguénost da italac proéita i shvati neke izjave, formule itd. drukéije
nego §to ih je autor zamislio. ,

Kad god se u ovoj knjizi pojave retenice kao A = B, znamo da A = B, vrijedi
A = B itd. znaéit e to da jJe izjava A = B istinita.

Ako su izjave 4, A = B istinite, onda je istinita i izjava B. To se pravilo u
matematickoj logici zove pravilo otkidanja ili modus ponens. Ako je izjava
A = B istinita, katkad jo$ kazemo da je A dovoljan uvjet za B, odnosno da je B
nuzan uvjet za A. Ako je izjava A = B&B = A istinita, kaZe se Cesto jod i da je
uvjet A ekvivalentan uvjetu B, ili da je A nuZan i dovoljan uvjet za B. Izjavu
A & B &itamo ovako. Definiramo da je A istinito ako 1 samo ako je B istinito.

Na kraju navedimo i ovo pravilo zakljuivanja: ako je P(z) izjavna funkcija, pa
ako je P(a) istinita za proizvoljno odabrani a koji dolazi u obzir, onda je istinita
i izjava (Vz)P(z). To se zove pravilo generalizacije. Cesto ga zapisujemo kao

P(z),Vz.

«

v
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6 SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVL. 1-2

Q
R = skup realnih brojeva,
C = skup kompleksnih brojeva = {z + iylz,y e R}, 1= V=1,
7+ =Ng = {0,1,2,3,.. .},
N, =1{1,2,3,....n}.

Direktni (ili Kartezijev) produkt dvaju skupova S 1 T je skup § x T svih

uredenil parova (z,y) elemenata z € S, yeT, 4.

SxT={(zyzeSyveT}

i

skup racionalnih brojeva = Amm meZ,ne Zvﬁ.

Y

i

7a uredene parove je (z,y) = (z',¥') ako1samo akojez = ' iy =y . Napomenimo
da se uredeni par (z, y) opéenito razlikuje od uredenog para (y, ). Nadalje, ureden
par (z, y) se moze definirati i kao skup {{z},{z,y}}. Smatramo dajeuvijek @x 5 =

=Sx0=0.
7 0

\\\\\\ \\\

X

SL 2.

Direktni produkt triju skupova R, S, T definira se kao skup svih uredenih trojki
(z,y,z) elemenataz € R,y €5, z € T,tj. Rx Sx T ={(z,y,2)|z € m,w €S ze€
€ T}. Opet su uredene trojke (z,v,2)1(z', ¥, 7)) jednake, akoisamoakojezr = z',
y=1y, z =z Netko bi mogao pomisliti da uredenu trojku moZemo definirati ako
skup {{z},{z,v}. {z, v, z}}, no to nije dobro (dokatzite to!), nego je uredena trojka
ureden par (z, (¥, z)), a to je skup {{=z}, {{=}. v} v, z}}}}. Opéenito, ako imamo
n skupova (n € N), 51,82, .- S onda se njihov direktni produkt Sy xSax. . X Sn

3T
definira kao skup svih uredenih n-torki (z1, 22, .. S Zn), T1 €81, Zn € S,. Ako
je Sy =8y =...=S8,,ondase n-struki produkt zapisuje jo§ 1 kao Sn.

Svaki podskup p C S x § zove se binarna relacija na skupu S. Za elemente
z,y € S kafemo da su u relaciji p, 1 pise se p(z,y) ili zpy ako je (z,y) € p.

Relacija p je refleksivna, ako je zpz, 72 svako ¢ € S, relacija p je simetriéna
ako za svako z,y € S zpy poviadl ypz; relacija p je tranzitivna ako za svako
z,y,z € S, (zpy)&(ypz) povlati zpz. Relacija ekvivalencije (ili Emmwmw&&mv
je binarna relacija koja je istodobno refleksivna, simetriéna 1 tranzitivna. Obicno
se relacija ekvivalencije biljezi sa ~ . Naprimjer, jednakost elemenata “=" amwom
skupa S je relacija ekvivalencije na A. Nadalje, za n € N, definirajmo za dva cijela
broja a,b € Z da su kongruentno modulo n, u zapisu a = b (mod n), ako je a—b
djeljivo sa n. Tada je otito a = a (mod n), Ya € Z, a = b (mod n)= b = a (mod

-1

I-2 SKUPOVI, RELACIIE, FUNKCIJE.

n), te a = b (mod n) & b = ¢ (mod n) = a = ¢ (mod n) (dokazite to), pa je =
{mod n) relacija ekvivalencije na Z. Kao daljnji primjer, oznaéimo sa P skup svih
pravaca u ravnin R2. Relacija “biti paralelan” |} je relacija ekvivalencije na skupu

P.

Il

Ako je ~ relacija ekvivalencije na nekom skupu S, onda se S moZe prikazati
na jedinstven naéin kao unija disjunktnih podskupova, tzv. klasa ekvivalencije s
obzirom na relaciju ~.

U istu klasu, po definiciji, ulaze svi medusobno ekvivalentni elementi od S. Za
z € S oznacimo sa [z] = {y € Sy ~ z} klasu ekvivalencije od z. Tada je ofito
z ~y < [z] = [y], te za svake dvije klase [z], [y] vrijedi da se ili podudaraju
ili su disjunktne. Unija svih klasa ekvivalencije je otito itav skup S, pa relacija
ekvivalencije ~ na S definira jednu “particiju® skupa S na klase ekvivalencije.

Shematski se ta situacija moze prikazati ovako kao na sl. 3.

klasa ekvivalencije
elementa x

SL 3.

Skup svih klasa ekvivalencije s obzirom na relaciju ekvivalencije ~ na S zove s
kvocijentni skup i oznatava se sa S/ ~ .

Kvocijentni skup u gornjem primjeru jednakosti elemenata na S jednak je skupu
&iji su elementi jednotlani skupovi {z},z € 5, tj. 5/= = {{z}|z € S}, pa ga moZemo
identificirati sa skupom S. U drugom se primjeru, kvocijentni skup 7] =(mod n)
gesto zapisuje kao Zy, i zove skup ostataka modulo n. U treéem primjeru relacije
paralelnosti || na skupu P svih pravaca u ravnini kvocijentni skup P/|} je skup svih
smjerova u ravinini.

Drugi osnovni tip binarne relacije je relacija parcijalnog uredaja < (manje
ili jednako) na skupu S. To je binarna relacija na S koja je refleksivna, tranzitivna
i antisimetriéna. tj. ima svojstvo da za svako z,y € S(z < y)&(y < z) povlati
z = y. Ako je osim toga, za svaki 2,y € S,(z S y) VvV (y < z), onda se govori o
relaciji uredaja (ili totalnog uredaja). Ako je < totalni uredaj na S, cndase S
zajedno s < (tj. ureden par (5, <)) zove totalno ureden skup il ureden skup.
Tako je npr. obicna nejednakost na skupu R realnih brojeva totalni uredaj (katkad
se jos zove i linearni uredaj). Umjesto z <y ponekad se pise y > z (y vece ili
jednako ). Akojez < yiz #y, pifesez <y (z manje od y), iy > z (y vece
od z).

Neka je (S, <) parcijalno (ili totalno) ureden skup, a X' C S neprazan podskup
od 5. Kazemo da je m € § donja meda od X akojem < z,Vz € X. Skup X je
odozdo omeden ako postoji bar jedna donja meda od X.
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SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVI. 1-2

Hm@“EHvH H.O . . \. .
naprosto h = QWAM@. Mw au.msmrw za kompoziciju od figjegef . h=gofili

gof

R T ;

NG

SL 6.

Ako : :
_ (he .&mww m»U .lwmw, g: mj S, v.w S — T preslikavanja, tada je ho(go f) =
o), mem&m Mwwwz MBMM.EEM wwmm:wm«&&m vrijedi zakon asocijacije (dokaZite
onda jef o ww o W H .wwl.. ily : T — T identitka preslikavanja,a f : S — T,
Neka je S’ ; » T i
e mumnm. xm?,w..lm .x\. S sm,ﬂ if : S' — T preslikavanja sa svojstvom da je za
o @mmmwﬁw,m: m wmwMS.m mwv.!pwmw anwao _,.Mw je f' restrikcija (ili suzenje) od f
ol e > fl= flsr. Kazemo jos da je f prosirenje (ili ekstenzija)
Vilo kori ., e
vlwwMM WMMMMNMMMWM:N Nmmmw_ﬂzm&m da li element nekog (“velikog”) skupa U
. dskupu o je tzv. karakteristiéna f ija x ,
SCU. Ho je funkeija x5 : U — {0,1} definirana sa na funkeija xs podeiups

|1, ako z€S8
Xmﬁavlﬁ 0, ako z ¢ S.

Umjest 7 i bi
mma.u%wwmmwcvm .m.on HWL:on. se uzeti bilo koji dvoelani skup, npr. {istinito, lazno}
Sl Mu ncw‘ca o .roﬁmum za programiranje na kompjuterima. ,
¢ Xty M mewwﬂm% J; Mwmm.:wwsu.? f:S—=Tijeskup f(X)={veT|Fz €
Tt 405 C T, ili krate f(X) = {f(z) ]z € X} C T, a slika od J,
\LH\MWW@.H.INHM& mE.M Em,dw.mmmbwc mw,zww Y C T pri preslikavanju f : S — T je skup
T == e sly Viey = f(x)) C 5, il krace 77(Y) = {z € SIJ(2) € Y}.
< Sife) = AMS .“‘ E,,_m_mE m.r:? onda stavijamo f~i(y) == f~i{y}) = {z €
cole MWS i N.o,m_:: g owumm:&oﬁ tocke y po f ili vlakno od y. Shematski
meww 1 %F _.m, E.NQ:J: sliku i original togke prikazati kao na sl. 7
e : — AN 3 o
dobp i jreslikavanje, A, B C S, te C, D C T. Tada vrijede formule

jauB =IAugE)  fCuD) = O UD) (1)

SKUPOVI, RELACLJE, FUNKCIJE. 11

1-2
x i)
'
s T
SLo7

F(AN B) C f(A) N f(B) .*LAQD.SHMLASD%LGV (13)
F(A\B) 2 f(A)\ F(B) &THAQ/EH\?HAQ/\LEW (14)
AC A (15)
jFHe)) =Ccnf8) cc. (16)

Ako je dano i preslikavanje ¢ : T —UiECU, ondaje
@f)"N(EB) = Fg (B (7

Oznaka za skup svih preslikavanja sa skupa S uskup T je TS.

Za preslikavanje f: 8 — T kazemo da je injekcija (il H-H-ﬁwmmmwmdmd.wmv ako
flz) = f(=') povladi z = z', a kafemo da je surjekeija (ili preslikavanje na)
ako je f(S) =T (4- (VyeT)(3z € 5), f(z) = v)- 1 je bijekcija (ili obostrano
jednoznaino vw.mmwwnmzﬁd.wmv ako je f injekcija i surjekcija.

Kasemo da su skupovi S i T ekvipotentni ili bijektivni ako postoji bijekcija
f:85—T. Relacija ekvipotencije je relacija ekvivalencije, pa se skupovi svrstavaju
u disjunktne klase; Klasa kojoj pripada skup S zove se kardinalni broj skupa S i
oznacava sa | S| ili card 5.

Nekaje f: S — T- Kasemo dajeg : T — S inverzno preslikavanje ili
inverz od f ako je gf = 1s ifg=1r. Odmah se vidi da za dano preslikavanje
f moze postojati najvide jedno,inverzno preslikavanje. Dalje, ako za f : §—T

je f bijekcija, i obratno, svaka bijekcija f dopuéta inverzno

postoji inverz, onda
preslikavanje koje se obitno oznatava sa 1. Pojam “funkeija” uveo je Gottfried

Leibniz 1692.) .
Kazemo da je skup S konaéan skup ako S nije ekvipotentan piti s jednim

svojim pravim podskupom. Kazemo da je skup S beskonaéan ako nije konatan,
tj. ako postoji pravi podskup S ¢ S ibijekcija f 1S — S'. Prazan skup @ je

*) Gottiried Wilhelm Leibniz (1646-1716), njematki matematicar i filozof. Bavio se jo$

biologijom, geologijom, jezikoslovijem, teologijom 1 pravom. Smatraju ga posljednjim

enciklopedistom.
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14 SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVI. I-3
-3 -2 -1 0 1/2 1 NZ &2 3 4
-3/2 ~4/5 3/4 5/2 u
S8,
—~1,—-2,-3,..., tj. cijeli brojevi Z : ..., =3,-2,-1,0,1,2,3,..., kao i racionaln

brojevi Q, tj. razlomci oblika m/n, gdje su m, n cijeli brojevi, n # 0. Ovi brojevi
ne iscrpljuju sve brojeve. Npr. ne postoji racionalni broj r, takav da je r® = 2. To
vodi na tzv. “iracionalne brojeve” (ne u smislu nerazumnih ili “ludih” brojeva),
nego u smislu da se ne mogu prikazati kao kvocijent cijelih brojeva.

PokaZimo sada da ne postoji racionalan broj r, za koji je r? = 2. Pretpostavimo
suprotno, da takav posto)i i neka je r = m/n. MoZemo tada pretpostaviti da je
razlomak m/n skraden do kraja (tj. da je jedini zajednicki faktor od m i n jednak
1), jer ako nije, skratimo ga. Tada r? = 21i r = m/n povlaée da je 2n% = m?, a to
povlati da je m? paran broj, pa stoga i m paran (jer kad bi m bio neparan, tada
bi takav bio 1 m?). Zato je m? djeljiv sa 4, pa iz m? = 2n? slijedi da je 2n? djeljiv
sa 4, pa je zato n” paran, a to povladi da je n paran.

Dakle, nada nas je pretpostavka dovela do toga da su oba broja m i n parni, sto

Jje u suprotnosti s izborom m i n. Prema tome, ne postoji racionalan broj r za koji
jer?=2.
Napomena. Evo i drugog dokaza da r = +/2 ¢ Q. Prepostavimo suprotno, tj. da
V2 € Q. Tada postoji n € N tako da je nv/2 € N. Neka je k € N najmanji broj za koji
je kv/2 € N. Oznatimo I = (v2 — 1)k = v2k— k. Tada je ] € N, jer su kv/3, k € N,
wwa\MVF.mmm.mm/\MVquome 1. Zo?\MHAa\wlu;/\mﬂwwlwz\mmz_ummmc
2k, kvV/2Z € N, 2 2k > Ev/2, jer je 4 > /2 zbog 4 > 2.

Medutim 1v/2 < kv2, jer je V2 < 2, a to je u kontradikciji s izborom od k kao
najmanjim prirodnim brojem za koji je kv/2 € N.

Inace, tu su Zinjenicu veé poznavali starogrcki matematicari i iskoristili je u smislu da
dijagonala jedini¢nog kvadrata nije sumjerljiva sa stranicom kvadrata.

Pogledajmo sada jos malo detaljnije tu situaciju. OznaGimo sa A skup svih
pozitivnih racionalnih brojeva r za kojeje r2 < 2, tj. A= {r € Qjr > 0,7r> < 2} i
sli¢no B = {r € Q|r > 0,7? > 2}. Pokazimo da niti skup A ne sadrzi najvedi broj,
niti B sadrzi najmanji broj.

Totnije, pokazimo da za svako r € A moZemo naéi s € A za koji vrijedi r < s,
te sli¢no da za svako r € B mosemo naéi s € B za kojijes < r.

U tu svrhu, svakom racionalnom broju r > 0 pridruzimo broj

72 —9 2r49
5= P~ — e = e ﬁ*v
r+2 r+2
Tada je
M —
stog= 272 (+4)

T ry 22

I-3 BROJEV! 15

. ) o
Sada, ako je 7 € A, onda je r? < 2,pa (%) povlatis>r. a (++) povlati 57 < 2.

Dakle je s € A. o,
>ww je r € B, onda je r?> 2 pa(*)poviati0 < s<r 2 (*%) povlati 2> 2.

e je s € B. . )
Uer<_w diskusija pokazuje da racionalnl g.o.wm(,.w imaju wsﬁmm:m .:Ewm. ito za.maOo
Zinjenici da izmedu svaka dva racionalna broja imamo wmeo.:mguﬂr @w.o.wm/&” Zw,:s?
ako su r < s takvi, onda je r < (r+s)/2 < s. Upravo realui brojevi ispunjavaju te
“rupe”. o .

U prethodnom primjeru, za svaki pozitivni Seo.:&é . s
r2> 9. Ocito je 12 < 2, 2° > 2, pa promotrimo E.mn_BwF.mv brojeve 1,05 1,15 Hw m -
1,9; 2,0 i medu njima nadimo dva susjedna om wo.mw prviima w<wm.~wn.8w:.:.o va,
a drugi kvadrat veéi od dva. To su 142 <211,5°>2. Uw:w nastavimo taj .ﬁwowwm
sa 1,40;1,41;...;1,49;1,50. Nalazimo 1,412 < 2, 1,422 > 2 itd. Tako dolazimo do

niza brojeva

broj r vrijedi ili r? < 2ili

14; 141; 1,414; 1,4142; 1,41421;...

koji “teze” prema /2. To bi onda bio realni broj /2. Kasnije éemo te pojmove

pojasniti.

Iﬁw.u. Aksiomi realnih brojeva

Skup R realnih brojeva je skup na kojem su definirane dvije Eu.mwmm. mwmwmowm
i binarna relacija manje ili jednako

zbrajanje (oznaka +) i mnoZenje (oznaka -} i
(oznaka <) teko da vrijede ovi aksiomi:
(R1) (z+y)+z=z+(y+ z),Vz,y,z € R (asocijativnost zbrajanja)
(R2) 0 €eR,VzER,z+0= 0+ z = z (postojanje nule) .
(R3) Ve eR,3-z €R,z+(-2) = (—z) 4 z = 0 (postojanje suprotnog broja)
(R4) z+y=y+z,Vz,yER (komutativnost zbrajanja)
(R5) (z-y)-z=z-(y-2),Vz,9,z€R (asocijativnost mnoZenja)
(R6) A1 € R\ {0},VzeR,z-1=1-z=2 (postojanje jedinice) .
(R7) Vz € R\ {0},3z7 e R\ {0}, z- z~! = z~!.z = 1 (postojanje inverznog
broja)
(R8) z-y=y-z,¥z,y ER (komutativnost mnozenja) o
(R9) (z+y)-z=2z-2+y-2,V2,y,2€ R (distribucija mnoZenja prema zbrajanju)
(R10) z < z,¥z € R (refleksivnost <)
(R1)) z<y&y<Lzs=z=y (antisimetriénost <)
(R12) z<y&y<z=>z<2 (tranzitivnost <)
(R13) Vz e R,VyER,z<yVy<z (usporedljivost)
(R14) s <y=>z+z<y+zVze€ R (suglasnost + i <)
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18 SKUPOVI. FUNKCIJE. BROJEVI. I-3

S C R je omeden ako je odozgo i odozdo omeden. Element a € S je najvedi ili
maksimalni {odn. najmanji ili minimalni) element skupa SC R akojez <a
(odn. a < z), za svako = € S. Oznaka za maksimalidi odnosno minimalni element
su redom max .S, odn. min S.

Najmanja gornja meda skupa § C R se zove supremum skupa S, u oznaci
sup S, a najveéa donja meda infimum skupa S u oznaci inf 5.

Osnovni princip o supremumu i infimumu je sljedeéi (koji se katkada uzima i
kao aksiom umjesto nekih (R1)~(R16)):

PROPOZICIJA 1. Neka je S C R neprazan skup.

(i) Ako je S odozgu omeden, onda 1ma jedinsiven supremum;

(ii) Ako je S odozdo omeden, onda ima jedinsiven infimum.

Dokaz. (i) Nekaje X = S, aY = {y € Rlz < y,Vz € X} skup svih gornjih
meda od X = S. Po pretpostavei su X,Y # . Tada prema aksiomu potpunosti
(R16) postoji ¢ € R takav daje z < ¢ < y,Vz € X,Vy € Y. Stoga je ¢ gornja
meda od X a donja meda od Y. Kao gornja meda od X, broj c je element od
Y, a kao donja meda od Y slijedi da je on minimalni element od Y. Dakle je
c=minY = sup X = sup S. Jedinstvenost supremuma slijedi odmah iz (R10).

(ii) Dokaz za infimum je sasvim analogan ili slijedi iz jednakosti inf § = — sup(-5),
gdie je —S = {—zlz € 5]. m

Prirodni brojevi su brojevi 1,141, (14 1)+ 1 itd. koji se biljeze simbolima 1,2,3
itd. Ovo “itd.” zahtijeva pojasnjenje kojim se uvodi osnovni princip matematicke
indukecije. Skup svih prirodnih brojeva N je presjek svih podskupova X, C
CR,a € A, sasvojstvima

; 1€X,, Va€A
o zE€EX,=>z+1€ X, Veac€A.

Drugim rijeéima N je najmanji podskup od R sa gornja dva svojstva. Iz ove
definicije odmah slijedi
Princip mﬁwnmgwﬁmme indukcije. Ako podskup S C N ima ova dva svojstva

1eS
z€S=>z+1€S8,

onda je S = N.
mZm princip matematicke indukcije vratit éemo se jos u 3.4., a posebno detaljno
u §5.

.szﬁ..n&mEu d.wo.mme.m Z je unija skupa prirodnih brojeva, nule i suprotnih
dwo.um<w.m~m5mwwﬁm iz N, tj. Z = (—N) U {0} UN. Skup racionalnih brojeva Q je
skup svih brojeva oblika m.n=!, m e Z, n€ N.

Mw:mmnﬁm reteno, skup cijelih brojeva je presjek svih podgrupa od (R, +) koje
mwmﬁ.m 58. 1, a skup racionalnih brojeva je presjek svih potpolja od (R,+,}.
Iracionalni brojevi &ne skup R\ Q. :

Hm<ma_3w.mwaww@mm=w vaZno svojstvo brojeva, vaZno ne samo u teorijskom, nego i
u smislu koristenja brojeva prilikom mjerenja. To je Arhimedov princip. Taj princip

i
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se Eesto uzima i kao aksiom (umjesto nekih od nagih (R1)-(R16)), pa se Zesto naziva
i Arhimedov aksiom. No, prvo nam treba jedno vaino svojstvo prirodnih brojeva.

PROPOZICIJA 2. Nekaje S m,z (ili Z) neprazan skup.
(i} Ako je S odozgo omeden, onda 1ma maksimalni element max S;

(ii) Ako je S odozdo omeden, onda 1ma mintmaln: element min S.

Dokaz. (i) Prema Propoziciji 1 (i), 3'supS = s € R. Prema definiciji supre-
muma, postoji jedinstveni prirodni broj n € S, takav daje s—1<n <s. No tada
je n = max$§, jer svi prirodni brojevi koji su veéi od n, nisu manjiod n 41, a
n+1>s. Toznaél da prirodni brojevi koji su veéi od n ne pripadaju skupu S.
Sli¢éno se dokazuje (ii). &

KOROLAR 1. Skup N nije odozgo o